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Unidad 3: Método de la Transformada de Laplace

Tema 3.7: Sistemas de Ecuaciones Diferenciales

Ejemplo 1: Resolver el siguiente sistema
de ecuaciones diferenciales con
condiciones iniciales:

2xX' +y —y=t
X +y =t
x(0)=1; y(0)=0

Sacamos Transformada de Laplace a las
dos ecuaciones y tenemos que:

2[sX (s)— x(0)]+ s¥ (s)- ¥(0)- Y (s) = Siz

zsx(s)+(s_1)y(s):z+si2 1]

sX(s)+sY(s)=1+S% [2]

Multiplicando la ecuacién [2] por -2 y
sumandole la ecuacién [1] tenemos:

S2 S3
(s+1)r(s) =222
s
4—s
Y(s)=
( s3(s+1)

Desarrollando en fracciones parciales
tenemos:

y(s)=2-2 44 3

S s2 s3 s+1

Y sacando Transformada Inversa de
Laplace:

Wt)=5-5t+21* —5¢”"

Regresando a la ecuacion [1] y sacandole
Transformada de Laplace tenemos:

sX (s)= —sY(s)+1+£3
s

L{X(s) = (s)+ L+ 2
s 5

x(t) = —(5- 51 +2¢2 —Se_t)+1+%t3
x(t)=—4+5t-2t* +5¢" +%t3

Y poniendo juntas las dos soluciones
tenemos como respuesta del sistema de
ecuaciones diferenciales:

x(1)=—4+5r-2t> +5¢7" + %ﬁ

y(t)=5-5t+2t* —5¢"
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Unidad 3: Método de la Transformada de Laplace

Tema 3.7: Sistemas de Ecuaciones Diferenciales

Ejemplo 2: Resortes Acoplados.

a) cquilibrio  b) movimiento ¢) fuerzas

Inicialmente se encuentra un bloque de
masa m1 suspendido verticalmente de un
resorte de constante elastica k1, y de él se
suspende un segundo bloque de masa m:z
mediante un segundo resorte de constante
elastica ke, y los dos bloques se encuentran
inicialmente en reposo en sus posiciones de
equilibrio.

Llamemos xi(t) y xe(f) a los
desplazamientos verticales de las masas de
sus posiciones de equilibrio. Cuando el
sistema estd en movimiento el primer
resorte experimenta una fuerza — k1 x1 y el
segundo resorte kz (xe- x1), y de acuerdo a
la 22 Ley de Newton tenemos que:

d*x
™ dtzl = —k,x, +k,(x, - x,)
Y la fuerza experimentada por el
segundo bloque se debe solo al

alargamiento del segundo resorte:

d’x,
e

= _kz(xz - x1)

El movimiento del sistema acoplado se
representa por el sistema de ecuaciones
diferenciales simultaneas:

mle: —k,x, +k, (xz - x1)

mzx; =—k, (xz - x1)

Ahora resolvemos este problema con
los valores ki=6, ke=4, mi=1, mz=1y las
masas empiezan desde sus posiciones de
equilibrio con velocidades unitarias
opuestas
%,(0)=0,x,(0)=0,x/(0)=1,x5(0) = -1,
Obteniendo el sistema:

x +10x, —4x, =0
x;—4x, +4x,=0

Sacando Transformada de Laplace a las
dos ecuaciones obtenemos:

52X, (s)=sx,(0)= x[(0)+10X ,(s)—4X,(s)=

0
s2X,(s)—sx,(0)=x,(0)-4X (s)+4X,(s)=0
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Unidad 3: Método de la Transformada de Laplace

Tema 3.7: Sistemas de Ecuaciones Diferenciales

Sustituyendo condiciones iniciales:

(s> +10)x,(s)-4X,(s)=1
(s2 +4)X2(s)—4Xl(s): -1

Resolviendo para Xi y sacando
fracciones parciales tenemos que:

~ 52 =15 65
XI(S)_(s2+2)(s2+12)_s2+2 s> +12

Y sacando Transformada Inversa:

x,(t)= _1\(/)5 sen(\/at)+ g sen(2«/§t)

Sustituyendo la expresion para X1(s)
en la primera ecuacién, y sacando
fracciones parciales, tenemos:

5°+6 -2/5 -=3/5
X,(s)= = +
:(5) (52 +2)(s2 +12) s+2 s +12

Y sacando Transformada Inversa:

X, (r)= # sen(«/zt) — li(?; sen(2\/§t)

Ejemplo 3: Circuitos Acoplados.

De acuerdo a la 12 Ley de Kirchhoff:

il(t):iz(t) +i3(t)
Y de acuerdo a la 22 Ley de
Kirchhoff:

di
E(t)=L—+Ri
() -+ RE
RC%+i2—il:0
t

Usando los valores E(t)=60 V; L=1 h;
R=50 ohm; C=10"*1, y al inicio i1 e i2 son
cero, tenemos:

i | 501, =60
dt

i, .
50(104)i+12—11=0

Aplicando la Transformada tenemos:

o1, (s)+ 507, (s) =&
S

(s +200)1,(s)—2001,(s)=0
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Unidad 3: Método de la Transformada de Laplace

Tema 3.7: Sistemas de Ecuaciones Diferenciales

Resolviendo el sistema para |1 € |2
tenemos:

_ 60s+12000
s(s+100)°
12000

Lls)= s(s+100)*

Y descomponiendo en fracciones
parciales tenemos:

6/5  6/5 60
1) =85 65 _ :

s s+100 (s+100)

6/5  6/5 120
12(5):L— / -

s s+100 (s+100)

Y tomando la Transformada Inversa

tenemos:
i (t) _ § _ﬁe_mm — 60te 1
55
6 6

()= 22 120 ™




76

MA1035 : MODELACION DE SISTEMAS DINAMICOS

Tarea No. 17 : Sistemas de Ecuaciones Diferenciales

Resuelva los siguientes Sistemas de Ecuaciones
Diferenciales usando la Transformada de Laplace.

Ejercicio 1:

B vy s D0y (0)=0; y(0)=1
dt dt

Ejercicio 2:
ib—C:x—Z ; ii)—}:5x—

Ejercicio 4:
2 2
X

d
d[2 +x_y:0 ; :

l,2
x(0)=0; y(0)=0;x"(0)=-2; y(0)=1

+y—-x=0

Ejercicio 5:
2 2 2 2
Crdyop  dx Ly _y
dt dt dt dt

x(0)=8; y(0)=0;x(0)=0; y'(0)=0

Ejercicio 3:
d—x+d—y—2x: ; ﬁ+d—y—3x—3y:2 Ejercicio 6:
dt dt dt dt d’x _dy d2x
= = +3—+3y=0 ; +3y=te”’
x(0)=0; y(0)=0;x(0)=2
Respuesta 1: Respuesta 4:
__l -2t l r. _l -2t z t t 3 2 t 3 2
X = 3€ +3€ 5 y—3€ +3e x:_E_Tfsen»\/Et;y:—E_l_isenﬁt

Respuesta 2:

X =—cos 3t—%sen3t;y=2005 3t—%sen3t

Respuesta 3:

x=—2€3’+§e2’ 1
2

85 51

YT3¢ 7 T

4

Respuesta 5:
217 ¢t
x=8+—+— —t+ —
31 4 3l 4

Respuesta 6:

2

t -
x=—+t+1l-e

2

t




