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Unidad 6 : ELEMENTOS DE CALCULO VECTORIAL

Tema 6.5 : Rotacional y Divergencia

(Estudiar la Seccién 16.5 en el Stewart 82 Edicion; Tarea No. 27)

Definicién del Rotacional de un Campo Vectorial F(x,y,z)=(P,Q,R)= Pi+Qj+ Rk

. . oR 00 dR OP 00 oP
F=VxF= T ST E -k
! * [ay axj [ax azj +( ox 8yj
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EJEMPLO 1. calcular el rotacional de: F(x,y,z)= <xz,xyz,—y2> = xzi + xyzj — v’k

ik
r0t13=V><]'7“=i 9 9 =(-2y—xy)i—(0—x)j+(yz—0)k

ox dy 0Jz

XZ XyZ _y2

rot F =—(x+2)yi+xj+ yzk =<—(x+2)y,x, yz>

EJEMPLO 2:si grad f =Vf =aii+aij+aik demuestre que

ox dy  0Jz

rot(grad f)=VxVf =0

i j k
0 9 d|_[(of Ff)_ [ _f), [3f _f
df)==- =+ FR R e
rot(grad f) dx dy 9z [ayaz azay) J{axaz dz0x ’ dxdy  dyox

of of o

ox dy Oz

rot(grad f )=V xVf =(0,0,0)=0
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Recordando que un campo vectorial es conservativo si existe una funcion f cuyo
gradiente sea igual al campo vectorial, 0 sea si Vf = F', entonces del teorema anterior

se deduce que un campo vectorial es conservativo si, y solo si rot F' =0, o sea si su

rotacional vale cero.
EJEMPLO 3: demuestre que el siguiente campo vectorial es conservativo.

F(x,y,2)=y*2%i+2xy2” j+ 3xy* 2%k

i j k
rotF =VxF = i i i =
ox dy 0z
V23 2y a2

=(6xyz2 —6xyz2)i—(3y2z2 —3yzz2)j+(2yz3 —2yz3)k =<0,0,0> =0

Definicién de la Divergencia de un Campo Vectorial
F(x,y,z)=(P,Q,R)=Pi+Qj+Rk
oP 90 aRj

- - d .9 .0
divF=VoF=|i—+j—+k P + Rk -
a [’ax”aer az] (Pi+Qj+Rk)= (aeray 0z

EJEMPLO 4: calcular la Divergencia de F (x,y,z)= <xz,xyz,—y2> = xzi + xyzj — v’k

a L2
divF =VoF = 8(xz)+8(xyz)+ ( y) =7+ x7
ox dy 0z

divF =7+ xz

EJEMPLO 5: Demostrar que div(rot F)=0
div(rotF)zVoVXin IR _90 +— (a—P—a—Rj+ 90 P
ox\dy dz ) dy\ldz dx/) dz\ dx Oy
_9’R 0° Q. ’P  9’R 82Q 9%p
axay Bxaz 0yoz ayax dz0x azay
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Operador Laplaciano: Vi=VoV

02 02 02
2f+ 2f+ 2f
0°x 07y 07z
2 2 2

OF O O

0°x 0d°y 097z

Laplaciano de f(x.y.z) V>f =VoVf = div(grad f)=

Ecuacioén de Laplace: sz =0 ;

Formas vectoriales del Teorema de Green

W = Cﬁﬁ odr =(ﬁ Pdx+ Qdy = ”(aa—g —%JJA y tomando el campo como:
C C R
F(x,y,0)=P(x,y)i+Q(x,y)j entonces
i j k
- |d d d oQ dP = o0 dP
tF=— — —|=|—-—1k tant tF)ok=———
" ox dy 0z (ax 8yj Y por ano(ro ) dox dy
P QO O

Y el Teorema de Green se puede escribir en la forma vectorial:

G F odr =|[(rot F)okda
C R

Esto nos da la integral de linea de la componente tangencial de F a lo largo de C,
como la integral doble de la componente vertical del rotacional de F en la regién D
encerrada por C. Mas adelante veremos que en tres dimensiones, este es el Teorema
del Rotacional de Stokes.

Veamos ahora la integral de linea de la componente normal de F a lo largo de C:

La ecuacion vectorial de la curva es: 7 (1) =x(t)i+ y()

r'(t) _ ¥()

A (¢
Y el vector tangente unitario es: 7'(¢) =‘ = i+ (1)

A @) @)
X (1)

'(t)‘ j yaque Ty nson normales: 7(¢)o7(t)=0 porlo
r

_f | B oY
r dt—(ﬁc{ r' > }

J 'y el vector normal

unitario es: A(t) =

’
r

dt =<f>c Py'dt —Ox'dt =
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Cﬁ Pdy — Qdx II(B—P+8—Q]dA=I divF dA 'y por lo tanto, finalmente:
D

(JSCF onds =j divF dA Esta ecuacién indica que la integral de linea de la

componente normal de F a lo largo de C es igual a la integral doble de la divergencia de

F en la region D encerrada por C.
Mas adelante veremos que en tres dimensiones este es el Teorema de la Divergencia

de Gauss.

Para la proxima clase estudiar la seccion:
16.5 Rotacional y Divergencia

Tarea para la proxima clase:
Tarea No. 27 Rotacional y Divergencia
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Ma-2009: MATEMATICAS PARA INGENIERIA Iil
Tarea No. 27: Rotacional y Divergencia
(Seccion 16.5 del Stewart 82 Edicion)

Determine (a) el rotacional y (b) la divergencia del campo vectorial.

- 22'\ 2 2*} 22"
F(x,y,z)=xy Zi+xyz j+xy zk

Determine (a) el rotacional y (b) la divergencia del campo vectorial.

G g e

Flxy.z)= 14z 1+xj I+y

Determine si el campo vectorial es conservativo, y si lo es, determine su
funcién de potencial f tal que:

~

r~ 2 3/.\ 3f> 2
F(x,y,z)=y 20+ 2xy7 J+3xy 2k

Determine si el campo vectorial es conservativo, y si lo es, determine su
funcién de potencial f tal que F =Vf :

F(x,y,z)=e" + xze”* ] + xye*’k

Demuestre que todo campo vectorial de la forma:
F(x,y,z)=f(x)i+g(y)]+h(z)k, es irotacional

— — —

Demuestre la identidad: div(F X G‘) =GorotF —ForotG

Sear=xi+yj+zk ; r=[f|=yx*+y*+2>. Verifique cada identidad:

(@) Vr=F/r V(1/r) —r/r
(b) VxF=0

(d) Vinr= F/r

Respuestas

R1:(@) (a) (0,0,0) ; (b) y°z>+x°z"+x°y’
R2: (a) — \/sz— \/;2}— \5212
(1+y) (1+z) (1+x)
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1 1 1

R2: (b)
Wx(l+2) 2dy(1+x) 2\/_(1+y)

R3: Siesconservativoy f(x,y,z)=xy"z" +K

R4: Sies conservativoy f(x,y,z)=xe” +K
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