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Unidad 6 : ELEMENTOS DE CALCULO VECTORIAL

Tema 6.6 : Superficies Paramétricas

(Estudiar la Seccion 16.6 en el Stewart 82 Edicién; Tarea No. 28)

Ecuaciones paramétricas de una curva en 3D:
x=f(t):y=g(r):2=h(r)

Ecuacion vectorial de una curva en 3D:

F(t)=x(t)i+y(e) j+z(e)k =(x(t). y(t).2(¢))

Ecuaciones paramétricas de una superficie:
x=f(uv);y=g(uv);z=h(u,v)

Ecuacién vectorial de una superficie:

F(u,v) = x(u,v)f+ y(u,v)j’+ z(u,v)lg =<x(u,v),y(u,v),z(u,v)>

EJEMPLO 1: Identifique la superficie con ecuacién vectorial:
r(u,v)=2cosui +v] +2senuk las ecuaciones paramétricas de la superficie

son: x=2cosu ; y=v ; z=2senu ,dedondevemos que:

x* + 722 =4cos’ u +4sen’u =4 que representa un cilindro de radio 2 con su eje sobre
el ejey.

Las familias de curvas r(uy,v) y r(u,v,) correspondientes a las rectas

verticales y horizontales, en el “Plano u,v” se llaman “curvas reticulares” y son usadas
por las computadoras para dibujar las superficies paramétricas.

EJEMPLO 2: Encuentre la funcion vectorial del plano que pasa por el punto F,, con
vector posicion 1, y que contiene dos vectores no paralelos d y b.SiPes cualquier
punto en el plano se puede expresar como FyP =ud + vI;, y si 7 es el vector posicién
de P, entonces:r =OFR,+ P P =7 ,+ua+ vb , y la ecuacion vectorial del plano se

pude expresar como: r(u,v) =T, +ud +vb ,y las ecuaciones paramétricas del plano

como: x =X, tua, +vb;; y=y,+ua, +vb,; z=zy+ua;+vb,
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EJEMPLO 3: Encuentre las ecuaciones paramétricas de la esfera: x* + y2 +z2=a’

Utilizando las ecuaciones de transformacion de coordenadas cartesianas a
coordenadas esféricas, podemos usar como parametros a: p,8,¢ y tenemos que:

x= psengcosd ; y=psengsenfd ; z=pcos@ ycomo: F=xi +yj+ 7k

7(9,0) = asengcos 6i + asengsend] + acos Pk

EJEMPLO 4: Encuentre una funcion vectorial que represente al paraboloide eliptico:

" "

z=x>+2y*. Tomandoa "x"y "y" como parametros las ecuaciones

paramétricas son simplemente: x=x ; y=y ; z= X%+ 2y2 y la ecuacién

vectorial es: 7 (x,y)=xi + yj + (x2 + 2y2)k

Parametrizacion general de una superficie de la forma: z = f(x,y) tomando a "x"
ya'"y"ycomoparametros: x=x ; y=y ; z=f(xy)
EJEMPLO 5: Determine a) las ecuaciones paramétricas, y b) la ecuacién vectorial

de la superficie: z = 2\/x2 + )’2
a) X=x ; y=y ; 222\,)62‘}‘)72
b) 7(x,y)=xi +yj +2x* + y*k

PLANOS TANGENTES: Determinaremos ahora la ecuacion del plano tangente a

una superficie paramétrica con ecuacién: 7 (u,y)v=x(u,v)i + y(u,v) j+ z(u,v)k
En el punto F, con vector posicién 7(u,,v,), si se mantiene constante a u
poniendo u = u, obtenemos una curva C, sobre la superficie S: 7(u,,v).Y el vector

~

tangente a C, en P, es: T, =—x(u0,v0)i +a—y(u0,v0)}+%(u0,v0)l€

ov ov ov
Y de igual forma manteniendo constante v =v,, se obtiene la curva reticular C, dada
- . Ox s 0 A 0Z n
por 7(u,vy) , con vector tangente: 7, =—(11g,vy )i + 2 (149, vp ) ] +—(ttg, v ) k
ou ou ou

Y entonces 7, X7, serd un vector normal al plano tangente.
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EJEMPLO 6: Determine el plano tangente a la superficie con ecuaciones

paramétricas: x=u’, y=v>,z=u+2v en el punto (1,1,3). Primero calculamos los

., . - 2 .2
vectores tangentes r, y 7. La ecuacion vectorial es: r(u,v) =<u vo,u +2v>

. Ox. 0 07 » _ dx. O 07 »
ru—$l+ai: +$k 2ui +k rv—$l+az +$k 2] +2k
Y calculamos el vector normal al plano tangente:
i J k
r,Xr,=2u 0 1= —vi — 4u]A' + duvk ;o on= <—2, —4,4> ya que en el punto
0 2v 2
(1,1,3), u=v=1

Y el vector normal es: n = <—2, —4, 4> , ¥ la ecuacion del plano tangente es:

—2(x—=1)—4(y-1)+4(z-3)=0 o simplificado es: —x—2y+2z=3

AREA DE UNA SUPERFICIE. Tomamos una superficie con ecuacién paramétrica
?(u, y)v = x(u,v)f+ y(u,v) ]A + z(u,v)lg cuyo dominio parameétrico D es un

rectangulo en el plano uv, el cual dividimos en subrectangulos R; de area (Au)(Av).

La region Sl-j de la superficie que corresponde a R;; se llama “parcela” y tiene un
area igual a: AS =|(AuF, )X (AVF, )

:"7” x;@‘AuAv, y por tanto: dS =‘Fu x;@‘dudv,
y por tanto el area de la superficie en el dominio paramétrico D es:

= |[ s = [[ 17, x7|dudv=[[|F, x7|d4 en donde
D

D D

B axA dy N 0z » . Ox, dya. 0zr
V% STy

W= v +av av Y i avl +8vj ov
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EJEMPLO 7: Determine el area de una esfera de radio a, con ecuaciones
paramétricas: x = a senpcos 8 ; y = a seng senf ; z = acos ¢ . Calculamos

SR
7¢><79=—x hid —Zzacos¢cost9 acos@send —aseng
dp dp I¢
—asen@send asengcos@ 0
n oo
060 060 0J0

= azsen2¢cos 0i + azsen2¢sen6’j + azsen¢cos ¢l€

‘F¢ X }79‘ = \/a4sen4¢cos2 0+ a4sen4¢sen20 + a4sen2¢0052 )
= \/a4sen4¢) + a4sen2¢0052 Q= alesenzgz) = azsen¢
o o 2w o7 )
A= ”‘ru X rv‘dA = J.ﬂr¢ X rg‘d¢d0 =I0 J.o a“senpdpdo
D D

2 2z V.4 2 B 2
=a J.o dejo sengdp=a” (27)2=4rxa

AREA DE LA GRAFICA DE UNA FUNCION.
Para el caso de una superficie con ecuacién z = f(x,y) ytomando "x"y "y"

como parametros, las ecuaciones parameétricas son: x=x ; y=y ; Zz= f(x,y)
Entonces: 7, =f+(aijl€ ; Fy = }+ ai k y por tanto
ox dy
i j k
FoxF, =10 S =—aii—aij+12 y
ox ox  dy
0 1 B_f
dy
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Y por tanto la férmula del area se convierte en:

0z 0z _ 0z
A= mrxr\dA ”\/l+[ j anj . A= H\/H[ j (ajdA
/ dy
Note la semejanza con la férmula de la longitud de una curva: L = J- dx

EJEMPLO 8: Calcule al area de la parte del paraboloide z = X%+ y2 debajo del

plano z=9. A= H\/H(azj [azj dA = ”\/1+ 2x)” +(2y) dA
A= \/1+4x2+y2dA=”mrdrd0

A= dej mrdr—2ﬁ(8]3(l+4 )2}0 T (37437 1)

Para la proxima clase estudiar la seccidn:
16.6 Superficies Paramétricas

Tarea para la préxima clase:
Tarea No. 28: Superficies Paramétricas
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Ma-2009: MATEMATICAS PARA INGENIERIA Il

Tarea No. 28: Superficies Paramétricas
(Seccién 16.6 del Stewart 82 Edicién)

Identifique la superficie con la ecuacién vectorial dada:
Fuw)=(u+v)i+(3-v)J+(1+4u+5v)k

Identifique la superficie con la ecuacién vectorial dada:
Fs,t)= <scost,ssent,s>

Halle la representacion paramétrica para la superficie: la parte del cilindro
y* +z2 =16 que esta entre los planos x=0y x=5

Halle la representacion paramétrica para la superficie: la parte de la esfera
X%+ y2 +72=36 que esta entre los planos z=0y z= 3\/5

Determine una ecuaciéon del plano tangente a la superficie paramétrica dada en
el punto especificado.

X=u+v, y=3u2, Z=u-v, (2,3,0)

Determine una ecuacién del plano tangente a la superficie paramétrica dada en
el punto especificado.

A
— s

r(u,v)=(ucosv)f+(usenv)]+(v)l€ ; u=1,v=7[/3

Encuentre el area de la superficie: la parte del plano: x+2y+3z =1 que esta

dentro del cilindro: x> + y2 =3

Encuentre el area de la superficie: la parte del paraboloide y = x> +z2 que

esta dentro del cilindro x° + z2 =16

Respuestas

El plano que pasa por (0,3,1) que contiene los vectores (1,0,4) y (1,—1,5)
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El cono circular con eje en el eje z

x=x, y=4cosf@, z=4senf, 0<x<5, 0<60<2x

x=6sengcos@, y=6senpsend, z=6cos¢, m/6<p<rm/2, 0<60<L27w

3x—y+3z=3 7 \/ﬁﬂ'

ﬁx_%yﬂzg 8 (7/6)(65"*-1)




