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Unidad 6 : ELEMENTOS DE CALCULO VECTORIAL

Tema 6.8 : Teorema del Rotacional de Stokes

(Estudiar la Seccién 16.8 en el Stewart 82 Edicion,; Hacer la Tarea No. 30)

El Teorema de Stokes puede considerarse una versién de tres dimensiones del
Teorema de Green. Mientras que el Teorema de Green relaciona una integral doble
en una region plana D con una integral de linea alrededor de la curva que la limita,
el Teorema de Stokes relaciona una integral de superficie en una superficie S con
una integral de linea alrededor de la curva que limita a S, que puede ser una curva
en el espacio.

Teorema de Green Teorema de Stokes
W =jcﬁ-d7 :g(%—g—%JdA:g(rotﬁ).édA W =Lﬁ-d7 =Lf(rotl7“)- ds

EJEMPLO 1 Verifique el Teorema de Stokes si S es el paraboloide:
7=9-x?— y 720,y el campo vectorial es:
F=(2z-y)i+(x+z2)j+(3x—-2y)k

Solucién a:

A A A

[ J k
rotF =| 9/ox  9fdy  9fdxz |=(-2-1)i+(2-3)j+(1-(-1))k
(2z-y) (x+z) (3x-2y)

rotF = <—3 -1 2> y la ecuacion vectorial de la curva frontera es:

7(x,y,z)—< , f(x, )>=<x, y,9—x2—y2> por lo tanto
= <1 0, —2x> S <0 1 2y> y entonces el vector normal sera:
[ ]k
n=r, X Fy =1 0 —2x|= <2x,2y,1> y entonces
0 1 2y

I= ”S rotF «dS =HD rotF siidA
I = ”D<—3,—1, 2>-<2x,2y,1>dxdy = ”D(—6x— 2y +2)dxdy

27w (3
1=["[ (-6rcos6—2rsing+2)rdrdg =18z
0 Jo
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Solucion b: Ahora por el otro lado del teorema:
La ecuacion vectorial de la curva frontera es 7 (1) = <x, y, z> = <3cos t,3sint,0>
Y entonces ()= <—3sin t,3cos t,0> y el campo vectorial

F :<2z -y, X+ 2z, 3x—2y> , sobre la curva C: x? + y2 =9;z=0, en polares nos

queda como: F = <—3sin t,3cost,9cost —6sin t> y por tanto:
~ ~ ~ ~ 2 _, i 2 . 9 )

CI)F ® Js =€f)F ® Js =j0 Ferde =IO (9s1n t+9cos t)dt =9(27) =187
Que nos da el mismo resultado anterior.

EJEMPLO 2 Evalte J'Cﬁ-df ,donde F(x,y,z)=—y%+xj+2°k,y C esla

curva de interseccion del plano y+z =2, y el cilindro X%+ y2 =1

[ ]k

Solucion: ror F = i i i :<0,0,1+2y>
ox dy 0oz
2

—y2 X z
lﬁ-d?’ =ijzﬁ-d§=ﬂDrozF-(fxxfy)dA=ﬂDmrF-<—fx,—fy,1>dA

z=f(x,y)=2—y ; <_fx’_fy’1>:<0’1’1>

J[rot a5 = [[(0.0.0+ 25 {0.1.1)aa = [ (1+25)aa

(1 2rsing)rdrdo
Io j0(+ rsin@)rdr

2 2 3 2
=j A o ine dé?:I ”(l+zsint9jdl9=7[
0 2 3 o \2 3
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EJEMPLO 3: Use el Teorema de Stokes para calcular la integral ”S rot F+dS,

donde F(x, y,z) = xzl + yz} + xyk y S es la parte de la esfera X%+ y2 +72=4 que
esta dentro del cilindro x* + y2 =1 y sobre el plano xy.

Solucidn: Para hallar la frontera C se resuelven las dos ecuaciones, restandolas, y
se obtiene z2 =3 ,0sea z= \/5 . Asi que C es el circulo dado por las ecuaciones
x*+y?>=1 ; z=+/3.Unaecuacién vectorial es: 7(r)=costi +sinz ] ++/3k , asi

que: 7' (t)=—sinti +cost ] y también F(7(r))=~/3costi ++/3sint j+costsintk

2r

Por lo tanto: =I

2
. (—\/gcostsint+\/§sintcost)dt =x/§L) ”Odt =0

EJEMPLO 4: Verifiqgue el Teorema de Stokes si S es la parte del paraboloide
z=4-x" - y2, sobre el plano xy, si F(x,y,z) = 2zf+xj + y2k

Solucién a: Como integral de superficie: N = <ﬁ ﬁ1> = <2x,2y,1>

dx ~ dy

rot F =

A
ai ai ai=(zy_o)f_(o_z)j+(1—o)1€=<2y,2,1>

<
NN

27 X

J.J. rot FeNdS = ” 2y,2, 1> <2x 2y, dA J. J'\/\/: 4Xy+4y+1)dydx

Va-x?
:Ifz[nyz +2y2 + y]j/ﬁ dxzj._ZZZ 4—x?dx=4rx

Solucién b: Como integral de linea:
Parametrizamos la curva C. 7(t)=2costi +2sint j +0k

Y el campo es: F(x,y,z)=2zi +x] + y°k
Feodi = 2 ° = 2
ICF dr —IC<2z,x,y ><dx,dy,dz> jc2zdx+xdy+y dz

2r

2 2
— J.o ﬂ(O +2cost(2cost)+0)dr = 2.[0 7[(1 +cos2t)dr =2[t+sin2t/2] =
0
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EJEMPLO 5: Evaltie ”Smrﬁ-d§ si F=<—y2,z,x> L C:2x+2y+2=6

Solucién:
[ j ok
rot F =[9/ox 9/dy 9/dz]=(0-1)i —(1-0)]+(0+2y)k =(~1,-1,2y)
2
-y < X

2= f(%y)=6-2x=2y ; A=(=f.—f,.1)=(2,2.1)
”S rot FedS =”S rotﬁoﬁdAz”<—1,—1,2y>.<2,2,1>dxdy

[ - sy [ (207 410y 12)as <[ 2% 34557123 =9

EJEMPLO 6: Usando el teorema de Stokes evalle CJ.)CF-dF si el campo vectorial

es: F(x,y,2)=(2y,3z, x) y C el triangulo con vértices (2,0,0);(0,2,0);(0,0,2).

ik
Solucién: rot F =|0/dx 9/dy 9/dz|=(-3,—1,-2) y la ecuacién del plano que
2y 3z X

pasa por esos puntos es C: x+y+z=2 yportanto z=g(x,y)=2-x—yy

entonces 7 = <—gx,—gy,1> = <1, 1,1> y substituyendo tenemos que:

G Fedi= || rotFeida=[] (-3-1-2)+(LL1)dA= [[ -6

2
2 ¢2-x 2 2
_—6I0 Io dydx——6J-0 (2—x)dx——6{2x—7}0 =-6(4-2)=-12
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EJEMPLO 7: Usando el teorema de Stokes evalle (JSCF-dF si el campo vectorial

es: F(x,y,z)=<z2, y, z> y lacurva C es z=g(x,y)=\/4—x2—y2

ik
Solucién: rot F =|9/0x 9/dy 9/dz|=(0,22,0)
Z2 y <

e _ _ * Y
:”S\/%dA ” 21)/—\/42)6_;)) dA = J.J. 2ydA= I I (2rsin@)rdrd@

2
) 3 2
= (712 | sinodo="2 [ sinodo = "[-cos6ly = [-1+1]=0
0 3 0 3 0 3

EJEMPLO 8: Usando el teorema de Stokes evalle qSCF-dF si el campo vectorial

es: F(x,y,2) =<yz, 2xz, exy>_y lacurva C es x> +y>=16 ; z=5
ik

Solucion: rot F =|0/ox 9/dy 9/dz =<xexy —2x,—yeV +y, Z>
yz  2xz e”

C:z=5; z=g(xy)=5 ; *=<—gx,—gy,1>=<0,0,l>

(JS FedF —” rot Feii dA = ” <xe —2x,—yeV +y, z> <0,0,1>dA

= [[ zda=[[ saa=54=5(4*) =80z
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EJEMPLO 9: Usando el teorema de Stokes evalue qSCF-dF si el campo vectorial

es: F(x,y,z) =<2y, Xz, X+ y> y C es la curva de interseccién del plano z=y+2 y
el cilindrox* + y2 =1.
i j k
Solucién: rot F =|d/ox 9/dy 9/dz|=(1-x,-1,z-2)
2y Xz x+y
C:z=g(xy)=y+2 ; ii=(0,-L1)
 Fedr= || rotFaidA= [ (1-x.-1,2-2)+(0.-L1)dA

” (1+2-2)dA= ﬂ +1 dxdyzﬂs(rsineﬂ)rdrde

- 1
27 ol 2zl 3 2 27( i
=j ”I (r2s1n9+r)drde=j Png+ | ag= [, 1
0o Jo 0 3 2 0 0 3

2
27
|:—COSH 6’} (—1 j -1 j
= +—| =||—=+7x|-|=—+0||=7
3 2 1y 3 3 =

Para la proxima clase estudiar las secciones
16.8 Teorema de Stokes

Tarea para entreqgar la proxima clase
Tarea No. 30 Teorema de Stokes
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Ma-2009 : MATEMATICAS PARA INGENIERIA llI

Tarea No 30 : Teorema de Stokes
(Seccidn 16.8 del Stewart 82 Edicién)

Use el Teorema de Stokes para evaluar J- J-S rot FedS

P1: F(x,y,z) = xyzi +xy ] + xzyzlg , 3, consta de la parte
superior y los cuatro lados, (pero no de la base), del cubo con R :0
vértices (+1,%1,£1), orientado hacia afuera.

Use el Teorema de Stokes para evaluar I Fe+dF . En cada caso S esta
C

orientada en sentido contrario a las manecillas del reloj, vista desde arriba

P2: F(x,y,z)=(x+ yz)f+(y+z2)j+(z+x2)lg , C esel
triangulo con vértices (1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)

P3: F(x,y,z) =xyl+yz ]+ zxk, C es la frontera de la parte del 17

paraboloide z=1—x>— y* en el primer octante. ~ 20

P4: Verifique que el Teorema de Stokes es cierto para el campo
vectorial F'y la superficie S dados.

F(x, y,Z) = —2yzf+ y j +3xk , S es la parte del paraboloide R,: 87

7=5—- ¥’ - y2 que esta sobre el plano z =1, orientado hacia arriba.

P5: Una particula se mueve a lo largo de segmentos de recta del origen

a los puntos (1,0,0),(1,2,1),(0,2,1) y de vuelta al origen bajo la R 3
influencia del campo de fuerzas F(x,y,z) =2z +2xy j+4y*k . Halle >

el trabajo realizado.

P6: Si S es unaesferay F satisface las hipotesis del Teorema de Stokes,
demuestre que J.J.S rot FedS =0
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