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Unidad 6 : ELEMENTOS DE CALCULO VECTORIAL

Tema 6.9 : Teorema de la Divergencia de Gauss

(Estudiar la Seccion 16.9 en el Stewart 82 Edicién,; Hacer la Tarea No. 31)

DEFINICION: Sea Q una regién sélida limitada por una superficie cerrada S

orientada por un vector unitario normal 7 dirigido hacia el exteriorde Q. Si F' es un

campo vectorial en Q, entonces: qif)S Feii dS =Udeiv Fdv

El lado izquierdo determina el flujo total de fluido a través de la superficie S por
unidad de tiempo. El lado derecho mide este mismo flujo de fluido a través de S
desde una perspectiva diferente, calculando el flujo de fluido hacia adentro (o afuera)

del volumen V. Si div F >0 la regién es una fuente, si div F <0 la regiéon es un

sumidero, y si div F =0 el fluido es incompresible.

EJEMPLO 1: Sea Q laregién sélida limitada por los planos coordenados y el
plano 2x+2y+z7=6 ,ysea F = <x, y2,z> . Hallar ('f:ﬁs FeiidS donde S son las
cuatro superficies de Q.

Solucién: Como la region esta limitada por cuatro superficies, se necesitan cuatro
integrales de superficie para evaluarla, por eso:

diVF=%(X)+a%(y2)+a%(z)=1+2y+1=2+2y :
gp, Fenas =[| deiv Fav = jj jj_y j06_2x_2y(2 +2y)dzdxdy

_ 6—-2x-2
:J.;IS y(2z+2yz)‘ ’

=j§(12x—2x2 + 8xy —2x2y—4xy2)‘

. dxdy=J.;Is_y(12—4x+8y—4xy—4y2)dxdy
3

O_ydy =j03(18+6y—10y2 +2)%) dy

3 4
={18y+3y2—107y+y—}
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EJEMPLO 2: Sea Q el sélido limitado por el cilindro x> + y> =4 , el plano

x+z=6,yelplano xy. Hallar ”F ® /1 dS donde S es la superficie de Q y
S

—

F:<x2+sinz,xy+cosz,ey>.

Solucién: if)sﬁoﬁ ds =j”Qdiv Fdv

a(x2+sinz) +a(xy+cosz) N a(ey)
ox dy 0z

divF = =2x+x+0=3x

= ,.J.J.3de :J.OMJ'OZJ';_WOSH(MCOS 0)rdzdrdé
Q

27T

= | . j02(18r2 cos @ —3r° cos? 6’)drd6’ = jom(48c086’ —12cos? 6’)d6’

{48 sin@ — 6(6’ + %sin 26’]}

EJEMPLO 3: Sea Q la regién limitada por la esfera X%+ y2 +2z°=4. Hallar el flujo

27

=—12%

0

dirigido hacia afuera del campo vectorial F = <2x3,2y3,2z3> a través de la esfera.

Solucién: div F = 6x> +6y2 +62° =6(x2 + y2 + zz)
q’;ﬁsﬁ-ﬁds=mcziv17“dv=M6(x2+y2+z2)dv
0 o
=6j02j:jomp4sin¢d9d¢dp=6j02j:2np4sin¢d¢dp

2 32 7687
=12z| 2p%dp=24rx| = |=2
7[,[0 pap 7[( 5 j 5
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EJEMPLO 4: Sea Q la region soélida entre el paraboloide z =4 — x? - y2 y el plano

xy. Compruebe el teorema de la divergencia para F= <2z, X, y2>

A

Solucion a: Tomamos §; como el circulo x* +y?<4;7=0 con normal n=-k,

y S, como z= 4— x* — y* con normal My = <—fx’ - fy,1> :<2x,2y,1> y entonces:
q’;ﬁsﬁ-ﬁ ds = HSI Fety dS + jj52 Fef, dS
=[] (22 %57 )(0.0.-1)dA+ [[ (22,57 )o(2x.20.1) da

-] —y2dA+j 4xz+2xy+y2)dA
j Imy%zij jm4xz+2xy+y ) dxdy

j j\/—4xz+2xy dxdy = j_zj m(4x4 x? = y?)+ 2xy ) ddy
I IJ—16x 4x* — 4xy” + 2y ) dxdy

:j_z[Sx —xt—2x? y +x y}f/\/—y—dy I 0dy=0
0 0

Solucién b: Por el otro lado: div F =i(2z)+—( )—(y2)=0+0+0=0
ox dy 0z

gﬁﬁsﬁ-ﬁds=j£jdivﬁdvzmoczvzo

EJEMPLO 5: Use el teorema de la divergencia y evalle ”S rot Fii dS donde S

es la superficie cerrada del sélido acotado por las graficasde x=4y z=9— y2 y

los planos de coordenadas. F’(x, v, z) = <4xy + zz, 2x% + 6yz, 2xz>
Solucion:

[ Ji k
rot F =| 0/ox d/dy  9/dz|=i(0-6y)—j(2z—2z)+k(2x—4x)

4xy+z2 2x2+6yz 2xz7
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G=rot F=(-6y,0,-2x) ; divG=(0,0,0)

ﬂ rot Feii ds = [[[ div(rot F)av = [[[divGav =[[[0av =0

En los siguientes tres ejercicios, use el teorema de la divergencia para evaluar el
flujo (ﬂ) FendS dirigido hacia el exterior del sélido acotado por las gréaficas de las
S

ecuaciones.

EJEMPLO 6: F(x,y,z)=<x2,y2,z2> ; S:x=0,x=a,y=0,y=a,z=0,z=a

Solucion: div F =2x+2y+27 Flujoz(ﬂ)sﬁ-ﬁ dszmgdivﬁdv

= ..”(2x+ 2y+2z)dV =IaJaIa(2x+ 2y+2z)dzdydx

=

) dydx J. J. 2ax+2ay+a )dx

=.:J.a[2xz+2yz+z ]Z B

= 2axy+ay +a’ y o adx 2a x+a’+a®)dx= 2azx+2a3 dx
J 0 0

=[a x“+2a xl;):a +2a* =£

EJEMPLO 7: F(x,y ) (x,v,2) 3 S:x*+y*+72°=9

Solucién: div F=3 ; Flujo= Cﬂ) FeiidS = J'J'J' div F dV = J.J.J. 3dV
=3mQ dV:3V:3(§7£(3) j:&:

EJEMPLO 8:

F(x,y,z)=<xez,yez,ez> ; §S:z=4-vy,z=0,x=0,x=6,y=0

Solucién: div F =3¢* ; Flujo= I” div F dV = j6j4j4_y3ezdz dy dx

=4—

:Ijj:[?’ez] I dydx 3Ij 364 Y 3)dydx 3JI ete” dydx
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y=4

=3I6[—e4e_y —y] ) dx=eI06(—1—4+e4)dx=3[—5x+e4x]

y=0

° 4
O=18(—5+e )

EJEMPLO 9: Compruebe el teorema de la divergencia evaluando C.'EJBS Feii dS

como una integral de superficie y como una integral triple, para:
F(x,y,z)=(2x—y)i +(z=2y)j+zk ,y S la superficie acotada por el plano
2x+4y+2z=12 ylos planos de coordenadas.

Solucidén a: Como una integral triple:

divE=2-2+1=1 : J‘Jdivﬁdv =”de =j()3f:_2yjj_x_2ydzdxdy
) 3 .

=I§(18+2y2—12y)dy=

y:
18y+2%—6y2} —54+18-54=1
y=0

Solucién b: Como cuatro integrales dobles en las superficies §;,5,,55,5,

Superficie §,: z=6-x-2y ; n=(-f,—f,1)=(12,1)
qp Feirds = [[(2x-y.z=2y.2)-(12.1)dA = [[ (26— y+22 4y + ) dxdy

— [[(2e-5v+3(6-x-29)) sty =[]

2 37
=190y -902-+202-
2 3

x=6-2
. "(18 = x —11y) dxdy

X

x=6-2y
3 2 3 5
] {18x—7—11xy} dy_j0(90—90y+20y )dy

x=0

y

=3
=270—405—180=£
=0

Superficie S,: elplanoxy z=0 ; 2x+4y=12 ; ﬁ=—l€=<0,0,—1>

qp, Fei s = [[(2x=y.-25.0)+(0,0~1)ds = [[oas =0

Superficie S5: el planoxz y=0 ; n= —j = <0. — 1,0>

§p Feids =[[(2x.2.2)(0.-1,0)dA= [-zdA=- j; Ij_xzdzdx

.

) z=6—x 6
Z —_——
2], =
z=0

1 2, X
5(6—x) dx——J-O [18—6x+7]dx
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3 x=6
=—{18x—3x2+%} =—(108—-108+36)=—36
x=0

Superficie S,: el planoyz: x=0 ; i=—1 fi:<—1,0,0>

CﬂDS ﬁ-ﬁ; = ”<—y,z - 2y,z>-<—1,0,0>dA = ”ydA = Ijj;_zy yvdzdy

=3
jjy(6—2y)dy =j03(6y—2y2)dy =[3y2 —%y3£=0 =27-18=9

Y sumando los resultados de las integrales en las cuatro superficies tenemos que:
S, +8,,+83,+5, =45+0-36+9=9+9=18 Que es igual al resultado obtenido

con la integral triple.

Para la proxima clase estudiar las secciones
16.9 Teorema de la Divergencia de Gauss

Tarea para entregar la proxima clase
Tarea No. 31 Teorema de la Divergencia de Gauss
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Ma-2009 : MATEMATICAS PARA INGENIERIA llI

Tarea No 31 : Teorema de la Divergencia de Gauss
(Seccidn 16.9 del Stewart 82 Edicién)

Verifigue el Teorema de la Divergencia evaluando J.J.F ®/1dS como un integral de

S
superficie y como un integral triple

P1: F(x,y,2)=(2x—y)i+(z—=2y)j+2k ,y S esla superficie
limitada por los planos 2x+4y+2z=12 y los planos de R1:18
coordenadas.

P2: F(x,y,z)=xzi +zy]+2z°%k y S es la superficie limitada por mo
T
Z=1—x2—y2 ypor z=0

Utilice el Teorema de la Divergencia para evaluar ”F ® /1 dS y hallar el flujo

S
dirigido hacia el exterior a través de la superficie del sélido limitado por las graficas
de las ecuaciones dadas.

P3: F(x,y,z)=x25+y2j+z2/€ R3: 34*
S:x=0,x=a,y=0,y=a,z=0,z=a -2
P4 : F(x,y,z)zxf+yj+zl€ ;S x2+y2+z2=9 R4: 1087
P5: F(x,y.z)=xi+y*j—zk ; S: x*+y*=25,7=0,z=7 R5: 0

_ R A ~ 10247
P6: F(x,y,z)=xyi+4yj+xzk ; S: x2+y2+z2=16 R6: 3
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